Chapitre 18 : Loi normale et estimation.

I-Rappels de seconde

1. Echantillons

Lorsqu'on travaille sur une population de grande taille, il est rarement possible d'avoir
acces aux données relatives a |'ensemble de la population.

On utilise alors un échantillon de cette population.

Définition Un échantillon de taille n est une sélection de n individus choisis "au hasard"
dans une population.

Exemple
On étudie la répartition mdle/femelle d'une population de truites peuplant une

riviere.

Il est pratiquement impossible de recenser toutes les truites de la riviere. On
décidera donc de travailler sur un échantillon en prélevant, par exemple, 100 truites.
La taille de I'échantillon doit &tre suffisamment élevée pour fournir des résultats

fiables ( mais pas trop pour ne pas entrainer un surcroit de travail important !)

2. Intervalle de fluctuation et intervalle de confiance

Si |I'on effectue plusieurs échantillonnage de méme taille sur une méme population, on
obtiendra en général des fréquences légérement différentes pour un caractere donné.

Voici, par exemple, les résultats que |I'on pourrait obtenir en prélevant 5 échantillons de 100
truites :

échantillon | échantillon | échantillon | échantillon | échantillon

Echantillons el n°2 n°3 n°4 n°5

Pourcentage de

truites femelles 52% 55% 42% 50% 48%

Ce phénomene s'appelle la fluctuation d'échantillonnage.

Le résultat suivant précise cette notion :



Théoréme _ On note p la proportion d'un caractere dans une population donnée.
définition On préleve un échantillon de taille n de cette population et on note f la
fréquence du caractére dans |'échantillon.
Si 0,2 <p <0,8 et si n225 alors, dans au moins 95% des cas, f appartient a

11
pm'p"'m

I est appelé |'intervalle de fluctuation au seuil 95%

I'intervalle : I=

Remarques
« On applique le théoreme ci-dessus si on conndit la proportion p du caractere

dans la population.
« Bien retenir la signification de chacune des variables :
* p = proportion du caractére dans |'ensemble de la population
» f = fréquence du caractere dans |'échantillon
* n = taille de I'échantillon
* Au niveau Seconde, les intervalles de fluctuation seront toujours demandés au
seuil de 95%.
Ce seuil a été choisi car :
* il conduit d une formule assez simple
* on peut considérer comme "raisonnablement fiable" un résultat validé
dans 95% des cas
« En terminale, on verra un intervalle de fluctuation plus précis !

Autrement dit :
Si l'on fait des simulations et que la probabilité d'un résultat est p, 95 % des

. Cet intervalle s'appelle

1 1
résultats trouvés sont dans I'intervalle 1= P—W; p+—m

|'intervalle de fluctuation au seuil 95%.

Réciproquement :
Si on fait une simulation pour estimer une probabilité p, on aura 95% de chances que

1
f——if+m ol f est le résultat de la simulation

J(n)

sur un échantillon de dimension n. Cet intervalle s'appelle |'intervalle de confiance au

p se trouve dans l'intervalle I=

seuil de 95%.

Cet intervalle de confiance sera réutilisé en terminale.



Exemple 1 : Intervalle de fluctuation

Supposons que hotre riviere contienne 50% de truites femelles (et donc 50% de males...).
Pour nos échantillons de taille 100, n=100225 ; par ailleurs p=0,5 € [0,2 ; 0,8] Donc
I'intervalle de fluctuation au seuil de 95% sera :

Exemple 2 : Intervalle de

Supposons qu'on lance un dé bien équilibré, et qu'on compte le nombre de résultats
supérieurs a 4. Cet événement aura 2 chances sur 6, donc 1 sur 3 de se produire, soit une
probabilité p = 1/3 % 33%. Si I'on fait un millier d'échantillons de 100 lancers aléatoires,
I'intervalle de fluctuation sera I= =

Exemple 3 : Intervalle de

Supposons qu'un sondage sur 100 personnes donne 35 voix pour le candidat A, quel sera
I'intervalle de correspondant ?

Méme question si on interroge 1 000 personnes.

Exercice 1

Deux entreprises recrutent leur personnel dans un bassin d'emploi ot il y a autant d"hommes
que de femmes. Dans |I'entreprise A il y a 100 employés dont 43 femmes. Dans |'entreprise B,
il y a 2500 employés dont 1150 femmes (soit 46%). Il semble que I'entreprise B respecte
mieux la parité que |'entreprise A.

Il s'agit en réalité de savoir si les entreprises sont composées de personnes choisies au
hasard dans la population sans favoriser un sexe au détriment de |'autre. Pour le savoir, on
considere que chaque entreprise est un échantillon de la population.

1. Quelle est la proportion p de femmes dans la population ?
2. Quelles sont les tailles de ces échantillons ?
3. Quels sont leurs intervalles de fluctuation ?

4. Expliquer pourquoi ces intervalles permettent de dire que I'entreprise A respecte
mieux la parité que |I'entreprise B.



Exercice 2

Une société fabrique des écrans plasma. En moyenne, 21% des écrans sont défectueux. Lors
d'un contrdle d'un lot de 40 écrans, 14 sont défectueux.

1. Calculer la proportion d'écrans défectueux dans ce lot.
2. Faut-il s'en inquiéter ?

3. Afin de tester une nouvelle machine, on controle 400 écrans au hasard. 28% d'entre
eux sont défectueux.

Ce résultat semble satisfaisant. Qu'en pensez-vous ?

Exercice 3

Une rhino-pharyngite guérit naturellement en moins de 5 jours dans 60% des cas. On veut
tester un médicament censé abréger la durée de la maladie. Pour cela, on administre le
médicament a 1000 personnes. Pour 63% d'entre elles, la guérison a eu lieu en moins de 5
jours. Que penser de I'efficacité de ce médicament ?

Exercice 4

On veut estimer la proportion p de foyers disposant en France d'un abonnement internet. On
sait que p est compris entre 50% et 70%. Quelle doit &tre la taille minimale de I'échantillon
pour obtenir un résultat avec une précision de 1% au seuil de 0,95.

Exercice 5

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. On aimerait connaitre la
proportion p des boules blanches. Pour cela, on effectue 100 tirages avec remise dans cette
urne.On obtient 32 boules blanches. Estimez p a I'aide de I'intervalle de confiance au niveau
0,95.



®

Exoncien?.. A% e Ftoym‘(tﬂ\ A Corama Jc:ﬁu}wu Aww; e« Ut
de 4O Eneumn ont:
'B: ::—%:0,35 SRAE

Qo) a‘(m o‘b ,Da. \)tfca.“"m) 24’0 cles eCumA M}Alfnl’m'.
Jone ?:017.4 (Prp(oa.l:ie."ef qu,'u& conam  sak Iftﬁd)
e P""‘A m ecbonkillom e 40 o:mm/
L Entoratle de Wua"fm aw sl de 3459, est
- = 1 oh puJ' ubclsen
L= [9124"‘{;"; /'0/24*@] (Q“a
ew m=40225]

I = ED,OS /‘ 013-7]

e propabio. hrovein dows o lok de 4D ctrus ot
oe. 935  qui R P 5 e || A )8 6@.&&;
clee ¥ dome el .

3.) Jec o ne conmact pas Qz ‘:ro[o‘b(m‘e«:‘c’c{u.’w

coam Aot old fectucon (50) somF wﬁn’qwfs pos Asc

aunle madii )'Pw\. combre om comedt Q(.,
lquonce ¢l Corume AQ'W%! dau/; AldA 00{' dz 400
exr JL : ﬁ-;ollg -
‘.:t’cuPuva.

de mﬁ&a«u et clome: [o,zg-v_‘, iqw.aé__;

Clatio o o,z.'s/-olss] |
! On rolk ue- Qa. pre bt&.‘h’ P qu.'u.m. eham AU‘-"
| o‘eﬁl}u« b dun oY M«w.m&_, on yeu.‘f olone
F&M@%ﬁm c‘w' e M.o'—wfm— Mpf\bu = n‘owdu:-"
e Cowms A fduons que W ( rnefion
oA m'sa(w. e 55 é:bu froiM) ‘ﬁq



®

Exajxm?; ZL Pro\oa\o Uef ctu ume JDQ\AMO - o “e_ sse
M\'W e M aL SdMYQur:/A"? }‘;Z

Do | L ket Qon des ApOO Pe)danu:/ O W

&Wmmmmdasémm\' =63
/L'Jwtvw@z Afa.c]'ua}m. A rers Ac. 572, onf.

4‘__. y2—| =
3L =Ee [ %94
%_ ul.vuc, 0‘3 est o(am eetbe .w.‘uwﬂ/

Exa)u,.la."‘ 0'\ VQ.LJ e tiwer © (ou. .Sou»" 1“4_ 0;4‘9497')
' OQMa

'e ,,..J'w\m,& o!n-cm.ﬁuma_ s 28

On vout aam Ju.;um‘a.\' a QO*( r@ poua

On 0 cubowdls de mfww.cg w" Z --’-‘—-— ]
=yt pau?MM —g\)ﬁ o — ﬁq,u} dote  que:

z—— < 0,04 c:b-é%'-é\ﬁ'\ &> Gooeo €M .
/

Val—2
—3 At 'a:(plau.";wﬂk oom." cm’m.“u aw minins 4o
T fogn

Exe)t.u(a ﬁb“l‘“’ 2; Couns r{) aPFaAJ’L a? Q,Cu."ehukm.pb_
con e
&M U) ;g W-’:( Aaws 362 cbycas

Derme 93IN-04 £p £ 031 40,4
08(/»\(. Fe {-O,ZZ. ll’-J (o.oer- W I irCaca oel_.

mﬁ:«u de 35‘/2)




] ] _ w REREE ﬂ M _ M | _.,
L | | L L | il ARRENARE
H | - ! T i LTS
! [ 1] L“w yl | : m% W;; | W 11 ,/. _
e nwﬂmu =T LRI TR
il | Lu ) n.“ “ | 3 | i | | ;,— i LN
[ ~—~ A.L w M | = _ “ . | | AJ.\ “ m
| +h Q|| | | 1 C~y N “ | | Lt | Lt ! I TS
e S8 TR TITY | T ST TTTTY
ORISR 145 1ARR A K0 2 QLD ‘ ‘DN IRRREBNYSS LR e | e Tv N Q~
_ T Ik | m il B
| < s sl S J1 L il M | V | mmV
TN ’ T TR T b TR
LTSN AR TR0 Al =R IS s
8 LT R S | i i & | e R
A R
S TLTAR TS RIS PN
S A» ..,ww mul Rl ARRRRE ,mf. IS . LT L _. e | el
ik LS s | D[] 1] ATl |
5 13 ¢ \ w | Qs B RERRENN) S s
o oL . T - , i Y A BNERE:
L AREEN “ m r) q m N ww 1= 4l i Hw ..um 3
\ ", | [ L 1N W _, N |+ . " EE |14
N ﬂlu, || u__ 9% (s R m _ w _ | anﬂl. m ] W L ==X
| I [ s K | LY ¢ | [ [ ] K [ ENE
LS TR LTS ol ez R s e TR RSSOl s
= n B Wi /1§‘ T R | ¥y B MRS T _ [ =
[ il L SR u:l ) RS
ST S R AR SRS IR ] 2 3 : t i L : i ) : | H :
” BERERR N N , L Q| L sl |1 R e = || |[MN
3| T8H TR T m-,..u mesed R S AU SRRARRR:=d ARMARPMRRRRic. A i ; =
e S0 | |1 d 4 \ u ‘ ! m | [ | g m |~ L | L
- N Iu.-m >4 | |4 y .ru . w@ S ..m i g Vﬁm- 3L il i W.\ «.
vt ”vuw- 11 AU chesl .,l e 2_._l.l | , " \_W ” =
RGN a3 SN S E L [E | IR
Y ”Um M\I.v m o ,_,m g 4 , < i e P 119 “ | B » a
=SR] NS TR
L | | 1 e k.l-_ .a. e ,,“ . N - | 4 ,
| LT ST = T s s | 3] 11175111]] 12 |
_-rm.n .H O $Vm nm b3 m W < ks L |
U= T s SIS il
\ | v “ T ™ | , W
=) ol | | G | | HHHTHTHI
" | W M “ L L LT
v , “ , , _
“ ._ M v d F L e it
] | W, “ | j ]
( | | m | 1] _ || Wm BUESF
w __ ' m _ d i
: __ | | M __ m | A _ | Y
| | { { | _“ | | | | | _#_i




| 1 \ 1
! | |
| | I _
P
] | D' /
I X
pt & <||8 ™
Hhxg < A
R & Buy (g v
“ - QU | T ~
| S N
) mm ) T Wi
| f i N L - A
(g ot ||| |1y NS ma il
5 b Y% 3 ﬁll\- 3
{ ﬁ > \v./ ‘/\ﬁ ~ o /.: ‘_ l |
w 'Y Yy AJI
LS i . ) 5 | Iy Y
SE <N i Sms | T S
ll_mu { . ‘m. 3 T | I w
Q £ ™ ] LI
N < T ' ¢ . &‘
1 a w ~ b ~ ,L N\ 'L
AHV.L | D ﬁ , .%” l M =~ Uz <l U -W SIS
< g’ N ~ V- - * ) *l
. N _U t ‘ - g [ -
4 \ A.Iu \ ! ~ w »P )
1 = T MY
S ik LTI [ | [T < || o gl ik
K al far>YNER R ) = AT E I r
o3 BT HET S ~ AR : § B | %] 12| &
) .w I ATe x W/ / , 7
N \ o4 e .A
LA L& | eSS MG R
- "’ < 4 ] I“ " — A" i
7 > Y : < Al | TN | 1 ! a 1
rl" < - | e ‘w
r “” d
Al -4 ot |14 N a8 \ 3
i J s AN & " ~ M
B h j e
- 9 -1 h { w
= - | ‘\ | ‘ v
g k'S ! q | = .
e AR =R 8 : 5 | A
‘ S . 5 >

[AY

B




| ] )| B L
| | T | i) | | il
g ] | | | 3 |
= ¥ Y
‘ArlL Aw A re < \ . Lfmv “ .h .
X LS T - ] S ; a :
C l_l.mp.. > 4 Lﬂv .\Iﬂf _ { k M% PH;— M d nall
] Awm"v “w ‘W 3 i ~a )'/ £ ‘l w ,WII.HWHHV | nE M
l” __ R Al = r “w .w | I 1 D (\rd
+ | N L g | @ . { Dm &L Tl P |
Al N T M S | " R = S b
T ] o ) - s =t l_! |
L\.., = l_r.‘ 1 4 o | d I.L'\ LD - “vlr ¢ "” [ I | ~ all rw
3+ R BT <8 J YL M | _ ,, &
I.M.\ : M n* u nﬂw nw d - s ~ > n 9' ”h- 4
| | [ N ) A -4 s o , I_JA i
- et A N MA— W < i ™ ._ 1 - |. ﬂJ lﬂ.ul
- | — il ~ L 2
fwu A_ ﬂv m , Ky l i NS ,...L n
.Al A €] ) % y m M w —— )A I | | i
X\ L 1 q§ = AN LS IR < -
{ ., L4l I i
e i 2 3 R
| | —» > n. S - == p N o
I { | e v |
& LR LS .m Q 1 & 0 | 2l | <Y _J ARRRRYS
mﬂﬂ—; o = ~ ] .k 8 Shims | N — |
TS K o e cm Q _ , ) 14 | lw~l Re==
S ERNBER 3 TR S 5t | W.. J il S
= clb ik 5 S Riii: .. ; Al s
A C o fl. N N N LS 1 ] N
5 3 R T8 - 3 NY (4 . 1R o 3 wt
g = =Y 1 ) YRR " p A s I L3 e
h_nv el N IS Ve M W L n h B 3
g lv gt A” .11“ ” B Mw » e ] AAVA | , ] H
{ ¥ ) s U . iy g (L T \m. WE\ ol
N == || ¥ .lb -l | mv T \% | S ) | § | , i
IW'& (& .w .m < Ml. 2' AH& i P P\ w N u
bt \ wv | IW\ .w & =[] et ‘@ ALr ) [ \ L &
m , an SR L4 T8 TLUR ) 5
A E= [ < | |
& I I I (L 1111 | | M >
¢ n av | [ g e T Dv Amn Q e ;wv ™ <
. TRS=S SN
ny 2% . M A_v...
,A& 1 _ ! [ ]|
~ m
R | '
_ _ m | ' || I L ] SRS | || ,




™~ |
T
)% e
N Q Q |
N _ a N ”l _
Pt AT e
= I.M- 1 ] |
[AWN = ] L
; =
L = u w C A i
u 'ID Ilm-.u - by
q N Dy, Y oy ¢ N
o ll.ll U ft
| , : | f
< 2 g 3
o .[LU = A [
e { e | A”u. - | ﬂ, AK
\ S M - S
13 =y 3y S IA' ) lv
- s o~ 1 - ; S
y ..M.i. XIi= oT_ SERRNACSs hSkg H \ SIS
=2 ,w- pedil = . | B ) SEannds
¥ 3 7S : . <IN RIR
i u.. w L = % k % (\.—m I ‘ .‘/ | L /.\\
] vl 1‘ \
N S ./ \ i , i} Q2
) N 3| \ ~ 2 B { a
M. N A VESR / ) » | = \Au & = v,.
) Y T t AU.W fa ‘lm.l <J p N N m“ St A
3 S P 3TTRTE ( e i i
< 5 < == m ™
X S ~ —= m : . Tab H u
m “V Al i -~ l.lu_| hv
[ = B < | b ™ F!\ N -
! e £ = b= 2 | v==441 I ,
el TR iliivisiies
R q - } ) S _ .
nvf g / ; Ll ek — L qa .\I.ﬂﬁ.
Ay mv J - o
178 8 TSI THS
8l b
b




3-Prise de décision

On consideére une population dans laquelle on fait I"hypothése H suivante :
H="la proportion du caractére étudié dans la population est p"

On observe la fréquence f de ce caractére dans un échantillon de taille n.

On note I I'intervalle de fluctuation de la fréquence au seuil de 95%.
La regle de décision est la suivante :
-Si feI, on consideére que |'hypothese n'est pas remise en cause, on I'accepte.

*Si f ¢I, on rejette |'hypothése selon laquelle cette proportion vaut p.

Un exemple : Une marque de bonbons chocolatés vend des paquets constutués de
bonbons de cing couleur différentes. Les bonbons de couleur marron sont annoncés
comme représentant 20% de |'ensemble des bonbons.

Pour vérifier cette information, les éléves d'une classe de terminale ont observé un
échantillon, que I'on peut considérer comme aléatoire, de 690 bonbons. Ils ont
dénombré 140 bonbons marron.

Que peut-on penser de la proportion annoncée ?

Solution : On est typiquement dans un cas de prise de décision.

1°) Quelle est I'hypothese H que I'on veut vérifier ?

H="
2°) Déterminer |'intervallede fluctuation au seuil de 95% :
Vp(1-p)
-196——— -
i n
p+1,96—\/p(1_p) =

=

Donc l'intervalle de fluctuation est : I=
3°) Calculer la fréquence observée f :
f=

4°) conclure.



ITI- Estimation.

1-Echantillon et estimation

Dans une population on s'intéresse a la proportion p d'individus ayant un certain
caractére.

Cette proportion p est inconnue, et aucun élément ne permet d'émettre une
hypothése sur sa valeur.

On préléve alors un échantillon de taille n dans cette population, avec remise (ou, si
la population est assez grande, on admet que I'on peut considérer qu'il s'agit de
tirages avec remise).

Du fait de la fluctuation d'échantillonnage, la fréquence f observée varie d'un
échantillon a |'autre et est probablement différente de la proportion inconnue p.
On estime alors la proportion p par un intervalle de confiance obtenu a partir de la
fréquence observée f, avec un certain niveau de confiance.

2-Intervalle de confiance

Définition : L'intervalle I= est appelé intervalle de confiance de la

1 1
f-—f+—
yn"n

proportion inconnue p au niveau de confiance 0,95.

Exemplel: Un laboratoire pharmaceutique met en place un test pour estimer
I'efficacité d'un nouveau médicament contre les migraines.
Deux groupes de 125 patient souffrant de migraines, considérés comme des
échantillons aléatoires, participent a ce test. On administre aux patients du groupe A
le nouveau médicament, alors que les patients du groupe B regoivent un placebo.

Au bout de 4 jours de ftraitement, 73 patients du groupe A et 64 patients du groupe
B déclarent ressentir une diminution de |'intensité des migraines.

Au niveau de confiance 0,95, le test permet-il d'estimer que le médicament est
efficace contre la migraine ?

Solution :
‘Intervalle de confiance pour le groupe A

la taille de |I'échantillon est n=
la fréquence des patients qui ont ressenti une amélioration est : f=

L'intervalle de confiance est donc :



S=

—h
+
=
s ||'_‘
1]
—
1]

‘Intervalle de confiance pour le groupe B

la taille de |I'échantillon est n=
la fréquence des patients qui ont ressenti une amélioration est : f=

L'intervalle de confiance est donc :

—+
|

5=

f+i—: J=

=
S

Conclusion :

Exemple2 : Déterminer la taille d'un échantillon

Le gérant d'une salle de spectacle veut estimer la proportion de places vendus non
occupées afin d'organiser la surréservation. Quelle taille d'échantillon de ses clients
doit-il étudier pour obtenir un intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 de
longueur au plus 0,04 ?
Solution :

*Mise en équation :

*Résolution :

«Conclusion :



